
Omaggio a Raymond Merr il l Smullyan 
nel giorno del suo novantesimo compleanno, 

25 maggio 2009 
 
“Some people are always critical of vague statements. 
I tend rather to be critical of precise statements; they are the 
only ones which can correctly be labeled wrong.”  
 
“Superstition brings bad luck.”  
 

 
 
I now introduce Professor Smullyan, who will prove to you 
that either he doesn’ t exist or you don’ t exist, but you won’ t 
know which. 

      (Melvin Fitting) 



 
Raymond Merr ill Smullyan è un matematico, logico, filosofo, 
scacchista, scrittore, saggista, prestigiatore e pianista statunitense. 
 

Nato a Far Rockaway, New York, combattuto tra la musica e la 
matematica (che approfondì da autodidatta), la sua prima carriera fu 
quella di prestigiatore. Ottenne poi il  diploma di Bachelor of Science 
nel 1955 all ’Università di Chicago e il Ph. D. nel 1959 a Princeton, 
dove rimase fino al 1961, anno in cui pubblicò l’elegante monografia 
Theory of Formal Systems. 
 

Nel 1957, mentre studiava per il dottorato (in quel periodo fu uno dei 
molti eccezionali logici allievi di Alonzo Church), pubblicò sul 
Journal of Symbolic Logic un articolo, Languages in which self-
reference is possible, in cui sosteneva che l’ incompletezza gödeliana 
era valida per sistemi formali considerevolmente più elementari di 
quello descritto da Gödel nel suo fondamentale lavoro del 1931. In 
seguito Smullyan ha rilevato che gran parte dell’ammirazione che 
nutriamo per il teorema di Gödel dovrebbe essere diretta al teorema di 
indefinibilità di Tarski, assai più facile da dimostrare ma ugualmente 
rivoluzionario dal punto di vista filosofico: sotto certe ipotesi, un 
sistema coerente (o consistente) non può contenere la definizione della 
propria verità. 
 

Smullyan, che poi insegnò in diversi college e università degli Stati 
Uniti, è conosciuto soprattutto come autore di molti, eccellenti libri di 
matematica e logica ricreative, alcuni dei quali tradotti anche in 
italiano; tra i più famosi: Qual è il titolo di questo libro? e Donna o 
tigre?. Tanti dei suoi problemi logici sono estensioni di rompicapo e 
indovinelli classici. Sull’ isola dei cavalieri e dei furfanti, i personaggi 
sono cavalieri (che dicono sempre la verità) e furfanti (che mentono 
sempre). Prendono spunto dalla storia delle due porte e dei due 
guardiani, uno che mente sempre e l’altro che dice sempre il vero, ma 
non si sa quale sia l’uno e quale sia l’altro. Una porta conduce al 
paradiso, l’ altra all’ inferno, e il rompicapo consiste nello scoprire 
quale sia la porta “buona” facendo una sola domanda a uno dei due 
guardiani. Una possibile soluzione è chiedergli “Quale porta mi 
indicherebbe l’altro guardiano se gli chiedessi la via per l’ inferno?” . 



 
In rompicapo più complessi, Smullyan introduce personaggi che 
possono mentire o dire la verità (chiamati “normali ” ) e per di più, 
invece di rispondere “sì”  o “no” , usano parole che significano “sì”  
o “no” , ma il l ettore non sa in partenza quale significato attribuire 
a ognuna delle due. 
 

Nei suoi indovinell i logici in Transilvania, metà degli abitanti è 
matta, e crede soltanto in affermazioni false, mentre l’altra metà è 
sana, e crede soltanto in affermazioni vere. Inoltre, gli umani 
dicono sempre la verità, mentre i vampiri mentono sempre. Ad 
esempio, un vampiro matto crederà vera l’affermazione “2+2 non 
fa 4” , ma mentirà dicendo che è falsa. Un vampiro sano sa che 
2+2 fa 4, ma mentirà e dirà che non è vero. E viceversa per gli 
umani. Quindi qualsiasi affermazione fatta da un umano sano o da 
un vampiro matto è vera, mentre qualsiasi cosa dicano un umano 
matto o un vampiro sano è falsa. 
 

Il suo libro Forever Undecided divulga i teoremi d’ incompletezza 
di Gödel parlandone in termini di persone che ragionano e delle 
loro credenze, piuttosto che in termini di sistemi formali e di ciò 
che può essere provato al loro interno. Ad esempio, se un nativo 
dell’ isola dei cavalieri e dei furfanti dice a un pensatore 
suff icientemente consapevole “Non crederai mai che io sono un 
cavaliere”, l’ interlocutore non può credere che il nativo sia un 
cavaliere né che sia un furfante senza diventare incoerente, poiché 
in entrambi i casi arriverebbe ad avere due credenze tra loro 
contraddittorie. Il teorema equivalente afferma che, per ogni 
sistema formale S (che permetta lo sviluppo dell’aritmetica), esiste 
una proposizione che può essere interpretata come “questa 
proposizione non può essere dimostrata in S” . Quindi, se S è 
coerente, né la proposizione né il suo contrario (cioè la sua 
negazione) potranno essere dimostrati all ’ interno di S stesso. Nel 
1936, Tarski provò che, nelle stesse ipotesi, la verità in S non può 
essere un predicato del sistema stesso… 



 
L’ ispettore Craig è un personaggio che compare spesso nei 
racconti-rompicapo di Smullyan. Di soli to viene chiamato sulla 
scena di un delitto che ha una soluzione di natura matematica. Poi, 
attraverso una serie di sfide sempre più difficili, Craig e il lettore 
iniziano a capire i principî alla base dell ’enigma. Infine il racconto 
culmina nella comprensione dello svolgimento del crimine da 
parte dell ’ ispettore Craig (e del lettore), mediante l’applicazione 
dei principî matematici e logici appresi. In genere, tuttavia, Craig 
non apprende la teoria formale alla base degli enigmi che risolve, 
e allora Smullyan riserva qualche capitolo successivo per illustrare 
al lettore le analogie tra enigmi e teorie. 
 

Il suo libro Fare il verso al pappagallo e altri rompicapi logici 
(1985) è un’ introduzione ricreativa alla logica combinatoria e al 
lambda calcolo di Church (1932), fondamentale in informatica. 
 

Il culmine delle riflessioni sui teoremi classici limitativi della 
logica matematica, che lo hanno accompagnato lungo tutto il corso 
della sua lunga vita, è costituito da un saggio piuttosto accessibile: 
“Gödel’s Incompleteness Theorems” , in Lou Goble ed., The 
Blackwell Guide to Philosophical Logic, Blackwell , 2001. 
 

Oltre che di scrivere di logica e insegnarla, Smullyan si è occupato 
di misticismo religioso e filosofie orientali, ha composto problemi 
di scacchi (fin dalla sua gioventù, in particolare di retro-analisi) e 
ha anche scritto un’autobiografia intitolata Some Interesting 
Memories: A Paradoxical Life. Attualmente è Professore Emerito 
di Filosofia all ’I ndiana University, Bloomington, ed è tornato alla 
musica (di nuovo una delle sue principali attività!), giungendo a 
pubblicare una registrazione al pianoforte dei suoi pezzi classici 
preferiti, composti da Bach, Scarlatti, Schubert e altri.  
 

Nel 2001, il regista di documentarî Tao Ruspoli  ha diretto un film 
su Smullyan dal titolo This Film Needs No Title (parodiando il 
titolo del libro di Smullyan This Book Needs No Title del 1980). 



Opere tradotte in italiano 
 

ƒ (1981) Qual è il titolo di questo libro? L’enigma di Dracula e altri indovinelli l ogici, 
Zanichelli  (Bologna) 

ƒ (1985) Donna o tigre?... e altri indovinelli logici, compreso un racconto matematico 
sul teorema di Gödel, Zanichelli  

ƒ (1987) 5000 avanti Cristo... e altre fantasie filosofiche, Zanichelli  
ƒ (1988) Alice nel paese degli indovinell i. Racconto alla maniera di Lewis Carroll per 

bambini infraottantenni, Zanichelli  
ƒ (1990) Fare il verso al pappagallo e altri rompicapi logici, Bompiani (Milano) 
ƒ (1994) Satana, Cantor e l’ infinito e altri inquietanti rompicapi, Bompiani 

 
Opere disponibili i n inglese 
 

Divulgative 
 

ƒ (1977) The Tao Is Silent, Harper & Row (New York) 
ƒ (1978) What Is the Name of This Book? The riddle of Dracula and other logical 

puzzles, Prentice-Hall (Englewood Cli ffs, NJ) 
ƒ (1979) The Chess Mysteries of Sherlock Holmes, Knopf (New York) 
ƒ (1980) This Book Needs No Title: A Budget of Living Paradoxes, Prentice-Hall  
ƒ (1981) The Chess Mysteries of the Arabian Knights, Knopf 
ƒ (1982) The Lady or the Tiger? And other logic puzzles, Knopf 
ƒ (1982) Alice in Puzzle-Land: A Carrollian Tale for Children Under Eighty, Morrow 

& Co. (New York) 
ƒ (1983) 5000 B.C. and other philosophical fantasies, St. Martin’s Press (New York) 
ƒ (1985) To Mock a Mockingbird and other logic puzzles, Knopf 
ƒ (1987) Forever Undecided: A Puzzle Guide to Gödel, Knopf 
ƒ (1992) Satan, Cantor, and Infinity: and other mind-boggling puzzles, Knopf 
ƒ (1997) The Riddle of Scheherazade and other amazing puzzles, Knopf 
ƒ (2002) Some Interesting Memories: A Paradoxical Life, Thinkers’ Press (Davenport, 

IA) 
ƒ (2003) Who Knows? A Study of Religious Consciousness, Indiana University Press 

(Bloomington, IN) 
ƒ (2007) The Magic Garden of George B. and other logic puzzles, Polimetrica (Monza, 

Italy) 
ƒ (2009) Logical Labyrinths, A K Peters (Wellesley, MA) 
 

Accademiche 
 

ƒ (1961) Theory of Formal Systems, Princeton University Press (Princeton, NJ) 
ƒ (1968) First-Order Logic, Springer (ed. riveduta: 1995, Dover Publications, NY) 
ƒ (1992) Gödel’s Incompleteness Theorems, Oxford University Press (Oxford – NY) 
ƒ (1993) Recursion Theory for Metamathematics, Oxford University Press 
ƒ (1994) Diagonalization and Self-Reference, Clarendon Press (Oxford) 
ƒ (1996) Set Theory and the Continuum Problem (con Melvin Fitting), Clarendon Press 



 



 

 
 

(da J. Mortensen, 1956) 
 

Quale mossa ha appena fatto il Nero? E qual è stata 
la precedente del Bianco? (Il Re nero è in a8.) 

 
Subito prima dell’ultima mossa, il Re nero doveva trovarsi 
in a7, dov’era sotto scacco (apparentemente impossibile) da 
parte dell’Alfiere. In effetti, questo scacco fu di scoperta, 
ma il pezzo bianco che lo provocò ora non c’è più: è stato 
appena catturato dal Re nero! Quindi deve trattarsi di un 
Cavallo proveniente da b6: 1. Cb6–(×)a8+, Ra7×a8. 
 

Se la scacchiera fosse girata, e quindi il Re nero si trovasse 
in h1, allora sarebbe stata possibile un’altra ultima mossa 
per il Bianco: 1. b7–b8 = A+, Rh2–(×)h1. 
 
Vediamo ancora un altro semplice problema (o “esercizio” , 
come direbbe Smullyan!) di analisi retrograda, piccolo 
capolavoro in economia di pezzi, in cui si deve pure 
dedurre quale dei due giocatori ha fatto l’ultima mossa… 



 
 

(R. Smullyan, Manchester Guardian, 1957) 
 

Il Re bianco è invisibile. Dove si trova? 
 

Se provassimo a metterlo in b3, sarebbe sotto un impossibile doppio 
scacco. Se lo mettessimo altrove, il Re nero si troverebbe sotto scacco 
d’Alfiere, che si spiega soltanto se il Re bianco ha appena lasciato la casa 
b3… A questo punto, però, non ci troviamo esattamente nello stesso 
dilemma di prima: il Re bianco deve aver lasciato b3 catturando un pezzo 
nero che giustifichi in qualche modo il doppio scacco “ impossibile”! 
 

 
 

Da questa posizione lo scacco è perfettamente spiegabile: 
 

1. c2–c4, b4×c3 en passant + ;  2. Rb3×c3+. 
 

Quindi i l Re bianco deve trovarsi in c3, e il Nero ha il tratto. 



 

 



Una cur iosa macchina numerica 
 

(cfr. “Donna o tigre?” , capitoli 9 e 17) 
 
Il professor McCulloch ha costruito una macchina che è in 
grado di manipolare certe sequenze di cifre. 
Le cifre che si possono usare sono quelle decimali da 1 a 9, 
e la macchina può ricevere (cioè accetta in input) una 
qualsiasi sequenza (di lunghezza finita) della forma: 2s, 
32s, 332s, 3332s, … (cioè un numero arbitrario di 3, anche 
nessuno, seguiti da un 2 e da s, che sta per una qualsiasi 
sequenza di cifre finita e non vuota). Se si introduce in 
input una sequenza di cifre che non ha questa forma, allora 
la macchina si arresta e non produce nulla in output. 
La macchina, chiamiamola M, funziona in base a queste 
due regole: 
 

·   se M riceve la sequenza 2x, allora produce x; 
·   se M riceve la sequenza 3x, allora emula una copia di 

sé stessa (che ovviamente agisce secondo le stesse 
regole) la quale riceve x; se questa copia produce (prima 
o poi) y, allora M produce y2y. 

 

Ad esempio: 213 produce 13; 222 produce 22; 321 produce 
121 (poiché 21 produce 1); 3321 produce 1212121 (poiché 
321 produce 121). 
 

Prima domanda: esiste una sequenza che produce sé stessa, 
cioè tale che, quando è introdotta nella macchina M, da 
questa esce la sequenza stessa? 
 

Seconda domanda: esiste una sequenza z che produce z2z? 
 

Terza domanda: che cosa produce la sequenza 3323? 



Il professor McCulloch, volendo indagare ancora un po’ sul 
comportamento della macchina da lui costruita, le aggiunge 
un dispositivo in grado di prendere la sequenza prodotta in 
output e di riportarla in input per sottoporla anch’essa alla 
macchina. Attenzione: ora potranno giungere in input 
sequenze che non producono alcun output; in tal caso, come 
abbiamo detto, la macchina semplicemente si fermerà. 
Ad esempio: se si introduce 213, si ottiene 13 che, 
sottoposto alla macchina stessa, la farà fermare; se si 
introduce 332, M attiva una copia di sé stessa con input 32, 
questa copia ne attiva un’altra con input 2, la quale non 
produce nulla (2 non è una sequenza accettata) e, come 
effetto finale, si suppone che M si arresti (senza produrre 
nulla in output). 
Come molti di voi avranno già capito, M potrà non fermarsi 
mai più: questo certamente succede, ad esempio, quando 
una sequenza produce sé stessa (si veda la prima domanda) 
o quando, dopo due o più passi, si ritrova in output la 
sequenza inizialmente data in input a M. Ma possono 
esserci delle sequenze che non faranno terminare mai il 
processo pur non ripetendosi… 
 

Quarta domanda: che cosa si può dire circa le sequenze 
della forma 3d 3, dove d è una sequenza (non vuota) di sole 
cifre 2? 
 

Quinta domanda: che cosa si può dire circa le sequenze 
della forma 3d 32, dove d è una sequenza (non vuota) di 
sole cifre 2? 
 

Sesta domanda: che cosa si può dire circa le sequenze 
costituite da 32 ripetuto almeno due volte e terminate da 
una cifra 3, e cioè 32323, 3232323, …? 



Oltre al fatto che questa macchina rende bene l’ idea dell’ iterazione (o della 
ricorsione), vi è un altro aspetto assai interessante per un informatico: si 
può provare piuttosto facilmente che non esiste alcuna sequenza h tale che, 
per ogni sequenza accettabile x, se x non farà terminare mai il  processo 
allora hx prima o poi farà arrestare la macchina, e viceversa se x prima o 
poi farà arrestare la macchina allora hx non farà terminare mai i l 
processo… E ciò è strettamente legato all’ indecidibilità del “problema 
dell’ arresto” , provata da Turing nel 1936. 
 

Vale la pena di fare uno sforzo per comprenderne la ragione, visto che si 
lega a un risultato di grande rilevanza non soltanto in informatica, ma nella 
storia del pensiero: fu il primo esempio concreto di problema indecidibile, 
che segna un limite a ciò che è calcolabile in modo automatico! 
 

Turing dimostrò che non può esistere un algoritmo (ovvero un programma 
software) che, prese le codifiche di un algoritmo p arbitrario e di un input 
w pure arbitrario, decide se p termina su w: questo predicato è soltanto 
semidecidibile, nel senso che, in generale, tutto ciò che si può fare in modo 
automatico si riduce a eseguire l’algoritmo p sull ’ input w (mediante un 
algoritmo universale, astrazione di un moderno computer con memoria 
illi mitata) e segnalare in uscita soltanto il caso in cui l’ esecuzione termina. 
 

Detto con altre parole: un algoritmo universale è incompleto, nel senso che 
non può risolvere tutti i  problemi riguardanti il  proprio funzionamento. In 
particolare, benché possa emulare passo dopo passo qualsiasi algoritmo su 
qualsiasi input, localmente, non può decidere a priori se un tale processo 
porterà o no a un risultato, globalmente. 
 

Quindi, come notò Church, la logica predicativa è indecidibile, nel senso 
che non esiste alcun algoritmo in grado di stabili re se una formula 
(arbitraria) è valida oppure no. Un tale algoritmo potrebbe infatti decidere, 
in particolare, le istanze del problema dell ’arresto, giacché è possibile 
tradurre queste istanze in formule logiche. 
 

Dal risultato di Turing deriva immediatamente che la non-terminazione di 
p su w (entrambi arbitrarî) non è neppure semidecidibile: è totalmente 
indecidibile. Un’altra conseguenza, tra le tante: in pratica, non c’è 
speranza di poter verificare in modo automatico la correttezza (a li vello 
semantico) di un programma software arbitrario (si pensi, in particolare, a 
un compilatore oppure a un modulo che implementa la specifica di un tipo 
di dato astratto)… 



Torniamo alla macchina di McCulloch, e cerchiamo dunque di 
capire il motivo per cui non esiste alcuna sequenza h che abbia la 
proprietà detta… 
Osserviamo dapprima il seguente fatto. Supponiamo che x e y 
siano due sequenze tali che x produca y. Se y provocherà prima o 
poi l’arresto della macchina, allora lo farà anche x (infatti, se y 
conduce a una sequenza inaccettabile z in n passi, allora x 
condurrà a z in n + 1 passi); altrimenti, cioè se y non conduce mai 
a una sequenza inaccettabile, di nuovo x farà la stessa cosa. 
Quindi, se x produce y, allora x e y si comporteranno allo stesso 
modo rispetto alla terminazione. 
Consideriamo ora una qualsiasi sequenza h. In base alle regole a 
cui obbedisce la macchina, esiste una sequenza x che produce hx 
(precisamente, x è 32h3). Pertanto, rispetto alla terminazione, 
32h3 e h32h3 si comporteranno allo stesso modo. Così non può 
esistere alcuna sequenza h tale che, per ogni sequenza x, le due 
sequenze h e hx si comportino in modo diverso (ci sarà sempre la 
particolare sequenza 32h3 per cui ciò non è vero). 
In conclusione, nessuna macchina che obbedisca alle regole che 
governano quella di McCulloch (ed eventualmente ad altre regole) 
può risolvere il problema del proprio arresto! 

 
Risposte alle domande fatte (per dimostrazioni, ulteriori domande 
e approfondimenti, si vedano le parti II I e IV di “Donna o tigre?” ): 
 

1) Sì, la sequenza 323, che è l’unica ad avere tale proprietà… 
2) Sì, la sequenza 33233, che è l’unica ad avere tale proprietà… 
3) La sequenza 3232323; si noti che la sequenza data ha la forma 3x e 
produce x2x. 
4) Ciascuna di esse, prima o poi, conduce a sé stessa, e quindi la macchina 
non si fermerà… 
5) Ciascuna di esse, prima o poi, conduce a una sequenza di tale forma, e 
quindi la macchina non si fermerà… 
6) Ciascuna di esse, prima o poi, conduce a una sequenza della stessa 
forma e più lunga, e quindi la macchina non si fermerà… 



Macchine che par lano di sé stesse 
 

(cfr. “Donna o tigre?” , capitolo 16) 
 
Anche questo capitolo è abbastanza “abbordabile” da un 
giovane studente e pone sotto una luce particolarmente 
chiara un’altra idea centrale nella storia del pensiero, forse 
il più grande passo avanti nel campo della logica dai tempi 
di Aristotele e Crisippo: infatti, l’ idea che ha portato Gödel 
alla formulazione del suo (primo) teorema di incompletezza 
(che precede di un lustro l’ importante esempio di Turing e 
il teorema di Tarski) è qui esposta ricorrendo ancora a una 
semplicissima macchina… 
 

Consideriamo i quattro simboli: S, N, A, –, e tutte le 
sequenze (finite e non vuote) con essi costruibili, che 
chiamiamo espressioni; ad alcune, che diremo proposizioni, 
assegneremo un significato. 
 

Supponiamo di avere una macchina che può stampare certe 
espressioni ma non altre. Diciamo che un’espressione è 
stampabile se la macchina è in grado di stamparla. 
Assumiamo che ogni espressione stampabile sarà prima o 
poi stampata dalla macchina, una volta che questa è avviata. 
 

Data un’espressione x qualsiasi, definiamo associata di x 
l’espressione x–x (che indicheremo con A–x) e definiamo 
proposizioni tutte e sole le espressioni che hanno una delle 
seguenti quattro forme: 
 

S–x  (S sta per “stampabile” ) significa “x è stampabile”; 
NS–x (N sta per “non”) significa “x non è stampabile” ; 
SA–x significa “ l’associata di x è stampabile” ; 
NSA–x significa “ l’associata di x non è stampabile” . 



Così, ad esempio, la proposizione S–ANN dice che 
l’espressione ANN è stampabile: ciò può essere vero o 
falso, ma è ciò che afferma! La proposizione NS–ANN dice 
invece l’esatto contrario, e cioè che l’espressione ANN non 
è stampabile. 
Ora il lettore può ben chiedersi per quale motivo usiamo il 
trattino come simbolo: perché non usiamo semplicemente 
Sx anziché S–x per esprimere l’affermazione che x è 
stampabile? La ragione è che l’omissione del trattino 
creerebbe ambiguità: che cosa vorrebbe dire, ad esempio, 
SAN? Significherebbe che l’associata di N è stampabile 
oppure che l’espressione AN è stampabile? Con l’uso del 
trattino non si hanno ambiguità di questo tipo: SA–N ha il 
primo significato, S–AN il secondo. 
Forse, prima di proseguire, può essere utile qualche altro 
esempio circa il significato di alcune proposizioni: 
 

S– –x        “–x è stampabile” ; 
S– –         “– è stampabile” ; 
SA– –        “ l’associata di – (cioè – – –) è stampabile” ; 
S– – – –        idem: “– – – è stampabile” ; 
NSA– –S–A       “ l’associata di –S–A non è stampabile” ; 
NS– –S–A– –S–A     idem: “–S–A– –S–A non è stampabile” . 
 
Possiamo dunque stabilire che, per ogni espressione x, 
valgono le seguenti quattro leggi (della verità): 
 

S–x   è vera se e solo se x è stampabile (dalla macchina); 
NS–x è vera se e solo se x non è stampabile; 
SA–x è vera se e solo se x–x è stampabile; 
NSA–x è vera se e solo se x–x non è stampabile. 



Abbiamo qui una curiosa situazione circolare! La macchina 
stampa proposizioni che fanno affermazioni su quello che 
la macchina può o non può stampare! In questo senso, la 
macchina parla di sé stessa (o, più esattamente, stampa 
proposizioni su sé stessa). 
 

Si dà ora il caso che la macchina sia assolutamente corretta, 
cioè che non stampi mai una proposizione falsa: stampa 
soltanto proposizioni vere. 
 

Questo fatto ha parecchie conseguenze. 
 

Ad esempio, se stampa S–x, deve prima o poi stampare (o 
aver già stampato) anche x, poiché, dal momento che ha 
stampato S–x, S–x deve essere vera, il che vuol dire che x è 
stampabile, e quindi prima o poi la macchina deve stampare 
anche x. 
 

Allo stesso modo, se la macchina stampa SA–x, allora 
(poiché SA–x deve essere vera) deve stampare anche x–x. 
 

Ne segue inoltre che, se la macchina stampa NS–x, non può 
stampare anche S–x, poiché queste due proposizioni non 
possono essere entrambe vere (infatti, la prima dice che la 
macchina non stampa x, la seconda dice che stampa x), e 
non può stampare neppure x (perché altrimenti, con NS–x, 
avrebbe stampato una proposizione falsa). 
 
Sfida: trovare una proposizione vera che la macchina non 
possa stampare! 
 
Smullyan scrive che questo problema mette l’ idea di Gödel 
“sotto la luce più chiara che io possa immaginare”… 



Soluzione: come sappiamo, per ogni espressione x, la 
proposizione NSA–x dice che l’associata di x, cioè x–x, non 
è stampabile. Prendiamo allora come x l’espressione NSA: 
NSA–NSA dice che l’associata di NSA non è stampabile. 
Ma l’associata di NSA è proprio NSA–NSA! 
Quindi NSA–NSA afferma la propria non-stampabilità; in 
altre parole, la proposizione è vera se e solo se non è 
stampabile. Ciò vuol dire che o è vera e non stampabile, o è 
falsa e stampabile. Non si può avere la seconda alternativa, 
poiché la macchina è corretta. Pertanto deve valere la 
prima: la proposizione è vera, ma non stampabile! 
 
Anche la macchina di McCulloch può essere collegata al 
teorema di Gödel nel modo seguente. Supponiamo di avere 
un sistema matematico con proposizioni, alcune delle quali 
sono dette vere, e alcune dimostrabili . Assumiamo che il 
sistema sia corretto cioè che ogni proposizione dimostrabile 
sia vera. Ad ogni “numero”  (sequenza di cifre) x è associata 
una proposizione che chiameremo Proposizione x. 
Supponiamo che il sistema soddisfi le due condizioni: 
Mc1) per ogni coppia di numeri x e y, se x produce y nella 
versione originale della macchina di McCulloch, allora la 
Proposizione 8x è vera se e solo se la Proposizione y è 
dimostrabile; 
Mc2) per ogni numero x, la Proposizione 9x è vera se e solo 
se la Proposizione x non è vera. 
 
In queste ipotesi, si può trovare un numero x tale che la 
Proposizione x sia vera ma non dimostrabile nel sistema. 
 
La soluzione è 9832983: notando l’analogia con la risposta 
alla sfida, motivata sopra, si lascia al lettore la verifica… 



In “Qual è il titolo di questo libro?” Smullyan ha immaginato 
un’ isola in cui ogni abitante è o un cavaliere (proposizione vera) 
che dice sempre la verità, o un furfante (proposizione falsa) che 
mente sempre. 
 

Alcuni cavalieri sono detti cavalieri confermati (proposizioni 
dimostrabil i, “stampabili” ) e alcuni furfanti sono detti furfanti 
confermati (proposizioni refutabili). 

 
Ora è impossibile per un qualsiasi abitante dell’ isola dire “ io non 
sono un cavaliere” (che equivale ad affermare “io sono un 
furfante” ), poiché un cavaliere non mentirebbe mai, dicendo di 
non esserlo, e un furfante non ammetterebbe mai, dicendo il vero, 
di non essere un cavaliere. 
 

Questo ragionamento riconduce al classico “paradosso del 
mentitore”, a cui Crisippo di Soli (vissuto nel II I secolo a.C., al 
quale dobbiamo i fondamenti della logica proposizionale, in 
particolare l’adozione della conveniente implicazione materiale, 
presa da Filone di Mégara, e di alcune essenziali regole di 
inferenza: modus ponens, modus tollens, sillogismo disgiuntivo e 
sil logismo ipotetico) dedicò ben 28 dei suoi 700 “ libri” perduti… 

 
Tuttavia, è possibile che succeda che un abitante dell’ isola dica 
“ io non sono un cavaliere confermato” . Infatti, da questa 
affermazione non deriva alcuna contraddizione; tuttavia ne segue 
qualcosa di assai interessante, e cioè che colui che parla deve 
essere in effetti un cavaliere, e non confermato… 
 

[Un furfante non può fare questa affermazione, nel suo caso vera; 
quindi chi parla deve essere un cavaliere; e, poiché i cavalieri 
dicono il vero, non può trattarsi di un cavaliere confermato.] 
 

… esattamente come una proposizione (vera) che afferma la 
propria indimostrabilità in un sistema logico-deduttivo (che 
permetta lo sviluppo dell’aritmetica)! 



Un indovinello “doppiamente gödeliano”  
 
Esistono due proposizioni x e y tali che una delle due è vera 
ma non stampabile, tuttavia è impossibile stabili re quale 
delle due. Sapreste trovarle? 
 
Soluzione: prendiamo x = S–y con y = NSA–S–NSA. 
Il significato di y è che l’associata di S–NSA (che è S–
NSA–S–NSA, cioè x) non è stampabile. Quindi: y dice che 
x non è stampabile, x dice che y è stampabile. 
Ora, supponiamo che x sia stampabile; allora x sarebbe 
vera, il che vorrebbe dire che y è stampabile. Ma allora 
anche y sarebbe vera, il che vorrebbe dire che x non è 
stampabile: e così si arriverebbe a una contraddizione! 
Quindi, bisogna ipotizzare che x non sia stampabile; allora 
y deve essere vera. A questo punto si danno due casi: o x è 
vera, e allora y è stampabile, o x è falsa, e allora y non è 
stampabile. Riassumendo, nei due casi abbiamo: 
 

i) x è vera e non stampabile, y è vera e stampabile; 
ii) x è falsa e non stampabile, y è vera e non stampabile. 
 

Quindi nel primo caso è x che è vera e non stampabile, 
mentre nel secondo caso è y, e non c’è modo di stabilire 
quale delle due alternative si abbia! 
 

(Per inciso, c’è un’altra soluzione al problema posto: x = 
SA–NS–SA e y = NS–x: il lettore è invitato a verificarlo!) 
 

Se sull’ isola ci fossero due soli abitanti, x e y, con x che 
afferma che y è un cavaliere confermato e y che afferma che 
x non è un cavaliere confermato, che cosa potremmo 
dedurre? Che almeno uno di loro è un cavaliere non 
confermato, ma non c’è modo di dire quale dei due! 



Due macchine che par lano di sé stesse 
e ciascuna dell ’altra 

 
Aggiungiamo al nostro alfabeto un quinto simbolo, R, e 
consideriamo due macchine, M1 ed M2, ognuna delle quali 
stampi delle espressioni composte con i cinque simboli (S, 
R, N, A, –). 
 

Interpretiamo ora “S” come “stampabile da M1” e “R” 
come “stampabile da M2” . 
 

Le diverse forme di proposizioni raddoppiano: sono ora 
otto… 
 

Supponiamo che M1 stampi soltanto proposizioni vere, M2 
soltanto proposizioni false, e diciamo che una proposizione 
è dimostrabile se e solo se è stampabile da M1, refutabile 
se e solo se è stampabile da M2. 
(Pertanto i simboli “S” e “R” possono essere letti come 
“dimostrabile” e “refutabile” , rispettivamente.) 
 
Ultima sfida: trovare una proposizione che sia falsa ma non 
refutabile. 
 
Soluzione: RA–RA, che dice che l’associata di RA (che è 
RA–RA stessa) è refutabile. 
Quindi RA–RA è vera se e solo se è refutabile. E poiché 
non può essere vera e refutabile, deve essere falsa e non 
refutabile. 
 



Infine, accenniamo a qualcosa di più specifico sui contributi di Gödel. 
 

Rispetto alla sola classe di isomorfismo del modello standard 
dell’aritmetica dei naturali  (che è una particolare algebra term-generated), 
qualsiasi sistema logico-deduttivo (o teoria) inerente l’aritmetica è 
intrinsecamente incompleto, e dunque non esiste alcuna procedura 
effettiva per generare (enumerare) via via tutte le formule valide 
dell’ aritmetica, neppure limitandosi alle uguaglianze fra termini. Non si ha 
nemmeno la speranza di poter avere un automa tale che, se qualche cosa è 
vera in aritmetica, allora certamente – prima o poi – la deduce: per fortuna, 
non può bastare, in generale, un procedimento di calcolo automatico, ma ci 
vuole un po’ d’ ingegno! L’aritmetica non può essere resa effettiva; per 
completare la teoria, bisognerebbe arricchirla con un insieme infinito di 
assiomi che non è neppure effettivamente presentabile. 
 

Questo risultato (di incompletezza sintattica per l’aritmetica e le sue 
estensioni) è dovuto a Gödel e rappresenta uno dei passi più significativi 
della logica dai tempi di Aristotele e Crisippo (IV e III secolo a.C.), anche 
nel senso culturale più ampio: ha portato infatti alla comprensione umana 
la distinzione tra verità e dimostrabil ità, rielaborata poi da Tarski… 
 

Nel 1931, Gödel dimostrò che ogni sistema assiomatico coerente (cioè in 
cui non siano deducibili contraddizioni), abbastanza esteso da permettere 
lo sviluppo dell ’aritmetica e corretto rispetto al modello standard dei 
naturali e alle formule predicative del prim’ordine, è incompleto, nel senso 
che esiste sempre una formula chiusa (in particolare, un enunciato 
universale) che è vera nel modello standard dei naturali, ma che non è 
deducibile nel sistema assiomatico considerato – e, in conseguenza della 
sua verità e della correttezza del sistema, non è neppure deducibile la sua 
negazione (che è falsa): una tale formula si dice indecidibile. Anche se si 
aggiungesse alla teoria questo enunciato indecidibile, come ulteriore 
assioma, un nuovo enunciato sarebbe vero senza essere dimostrabile, e 
così via (bisognerebbe aggiungere un’ infinità non effettivamente 
numerabile di assiomi, come si è detto). Disponiamo di varî metodi astratti 
per provare la coerenza di un tale sistema assiomatico (ma al di fuori del 
sistema stesso!), e quindi per trovare un enunciato indecidibile. In 
particolare, una significativa dimostrazione di coerenza (non elementare) 
della teoria dei numeri interi è stata data nel 1936 da Gentzen. 



Il tipo di incompletezza di cui abbiamo parlato riguarda la relazione tra un 
sistema formale (o teoria) dell ’ aritmetica – chiamiamolo N – e la sua 
interpretazione nei numeri naturali: vi è incompletezza perché N non 
dimostra tutto ciò che è legittimamente interpretabile come vero. (Per 
contro, se si considera la relazione tra la stessa teoria e tutte le sue possibil i 
interpretazioni nei rispettivi modelli , allora vi è completezza: anche questo 
risultato, “positivo”  per la logica predicativa, fu raggiunto da Gödel, nel 
1930.) Comunque, non soltanto gli enunciati della forma di quelli proposti 
ad hoc da Gödel non sono dimostrabili i n N, ma anche altri più “naturali” : 
si pensi ad esempio all ’ indecidibilit à dell ’ ipotesi del continuo nella teoria 
degli insiemi di Zermelo-Fraenkel (con l’assioma di scelta), provata nel 
1963 da Cohen (peraltro convinto, come Gödel, della sua falsità)… 
Esisterà un assioma “di per sé evidente” che possa decidere la questione? 
 

La dimostrazione dell ’enunciato “ la coerenza di N implica la verità di un 
certo enunciato universale non dimostrabile in N” è a sua volta 
formalizzabile in N; pertanto, se N dimostrasse la propria coerenza, allora 
dimostrerebbe (per modus ponens) anche quel certo enunciato, ciò che è 
escluso dal precedente teorema. Si ottiene così un secondo teorema di 
incompletezza: se N è coerente, allora l’enunciato universale che asserisce 
la coerenza di N non è dimostrabile in N. Vale a dire: contrariamente alle 
speranze di Hilbert, che lo pose come secondo obiettivo nel suo famoso 
programma d’ inizio secolo, non è possibile provare la coerenza di N 
mediante metodi formali finitisti, cioè con mezzi riconducibili a 
procedimenti ricorsivi, accessibil i in N stesso. 
 

Dal punto di vista filosofico, l’ eventuale successo del programma 
hilbertiano avrebbe portato a una visione del mondo, della scienza e del 
pensiero assolutamente meccanicistica, e avrebbe stabili to la completezza 
(e quindi la chiusura) della matematica, riducendola a procedimenti 
puramente automatici: tutto sarebbe stato riconducibile a manipolazioni 
simboliche effettuate da un gigantesco calcolatore e, in particolare, ogni 
enunciato universale sarebbe stato, oltre che confutabile, anche verificabile 
con metodi finitisti, e dunque decidibile. 
 

Va ricordato che, da Hilbert in poi, e anche dopo i teoremi di Gödel, 
furono dati comunque notevoli contributi alla teoria della dimostrazione (si 
pensi, ad esempio, ai lavori di Herbrand e di Gentzen); inoltre, i sistemi 
formali hanno avuto e svolgono tuttora un ruolo importante in matematica, 
anche dal punto di vista della ricerca concreta e delle applicazioni, ad 
esempio in informatica. 



E, per concludere, ancora qualche indovinello! 
 

– O grande Re, ho avuto notizia di un curioso paese della Persia, i 
cui abitanti sono o Mazdasiani o Aharmaniti. 
– Oddio, e chi sono? 
– I Mazdasiani sono adoratori del dio Parsi Ahura Mazda, che è il 
dio del bene; invece gli Aharmaniti adorano il dio Parsi del male, 
Aharman. I Mazdasiani dicono sempre la verità, non mentono 
mai. Gli Aharmaniti non dicono mai la verità, mentono sempre. 
Tutti i  componenti di una stessa famiglia sono della stessa 
religione. Così, se si considerano ad esempio due fratelli, o sono 
entrambi Mazdasiani o sono entrambi Aharmaniti. 
 

I. Ora ho sentito la storia di due fratelli , Bahman e Perviz, ai quali 
una volta fu chiesto se fossero sposati. Essi risposero così: 
Bahman: “Siamo entrambi sposati.”  
Perviz: “ Io non sono sposato.”  
(Bahman è sposato o no? E Perviz?) 
 

II. Ma vi è un’altra versione, o grande Re, che trovo più 
interessante. In questa versione Bahman rispose che almeno uno 
dei due era sposato. 
Nessuno ricordava se Perviz avesse detto di essere sposato o il 
contrario: di certo, una delle due cose. Ma colui che interrogava i 
due fratelli era un sapiente, e poté dedurre lo stato coniugale sia di 
Bahman sia di Perviz. 
(Bahman è sposato o no? E Perviz?) 
 

II I. (Il furto dell’elefante.) 
Un giorno un uomo di questo paese fu processato da Omar per 
aver rubato un elefante… 
– Deve essere stata una cosa molto difficile da rubare! 
– Non ho idea di come sia stato rubato, ma in realtà l’accusato era 
innocente. In effetti egli diede una sola affermazione al giudice 
che dimostrò chiaramente la sua innocenza, ma non poteva dire se 
fosse Mazdasiano o Aharmanito. 
(Quale affermazione poteva funzionare?) 


